12. Planimetria

OKRUHY:
Definujte kružnicu, kruh ako rovinné útvary, vysvetlite pojmy – priemer, tetiva, obvod a obsah kruhu a jeho častí (kruhový výsek, odsek, kružnicový oblúk).
Vysvetlite pojmy konvexný a nekonvexný uhol, popíšte dvojice uhlov v rovine, popíšte uhly v kružnici (stredový a obvodový uhol) a uveďte vzťah medzi nimi.


Definujte trojuholník ako množinu bodov, rozdeľte trojuholníky podľa strán a uhlov, vysvetlite pojmy – výška, ťažnica, ťažisko, ortocentrum, stred opísanej a vpísanej kružnice. Uveďte vzťahy pre výpočet obvodu a obsahu trojuholníka a vzťahy medzi stranami a uhlami v ľubovoľnom trojuholníku. Vyslovte Euklidove vety pre pravouhlý trojuholník a dokážte Pytagorovu vetu.


Štvoruholníky, rovnobežníky a ich vlastnosti – uveďte útvary, ktoré k nim patria, vlastnosti strán, uhlopriečok, vnútorných uhlov, ktorým z nich sa dá opísať alebo vpísať kružnica, vzťah pre výpočet obsahu.

Planimetria - je časť geometrie, ktorá sa zaoberá rovinnými útvarmi a vzťahmi medzi nimi.

KRUŽNICA 

Kružnica 
[image: image100.jpg]


 má stred v bode S a polomer kladné reálne číslo r. Je to množina všetkých bodov roviny, ktoré sú rovnako vzdialené od bodu S.
Kruh 
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Ďalšie pojmy:

Tetiva – úsečka, ktorá spája dva body kružnice a neprechádza stredom.

Priemer – úsečka, ktorá spája dva body kružnice a prechádza stredom

Kruhový výsek – prienik kruhu 
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Kruhový odsek – prienik kruhu 
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Pás kruhu – prienik kruhu 
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Obvod: 
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Obsah: 
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UHLY

Konvexný uhol AVB s ramenami VA, VB je prienik polrovín AVB, BVA

Nekonvexný uhol AVB s ramenami VA, VB je zjednotením polrovín opačných k polrovinám AVB a BVA.

Kružnicový oblúk AB kružnice 
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 je prienik kružnice a polroviny s hraničnou priamkou AB, pričom body A, B patria kružnici.

Stredový uhol prislúchajúci k väčšiemu kružnicovému oblúku AB je nekonvexný uhol ASB. Stredový uhol prislúchajúci k menšiemu kružnicovému oblúku AB je konvexný uhol ASB.
Obvodový uhol prislúchajúci k oblúku AB je uhol AXB, kde bod X leží na kružnici k, ale nepatrí oblúku AB. 

VETY
: V každej kružnici je stredový uhol dvojnásobkom ľubovoľného obvodového uhla prislúchajúceho k tomu istému kružnicovému oblúku. 

Každé dva obvodové uhly prislúchajúce k tomu istému kružnicovému oblúku sú zhodné.

http://www.gphmi.sk/pages/uhly/ - uhly v kružnici, interaktívna učebná pomôcka.

Dvojice uhlov:

susedné uhly - dva uhly, ktoré majú jedno rameno spoločné a zvyšné ramená sú navzájom opačné polpriamky

vrcholové uhly - dvojica uhlov, kde ramená jedného uhla sú opačnými polpriamkami k ramenám druhého uhla

priľahlé uhly – jeden má rameno UV, druhý VU a obidva ležia v tejistej polrovine

súhlasné uhly – súhlasne rovnobežné ramená na priamke UV, obidva uhly v tej istej polrovine s hranicou UV

striedavé uhly – nesúhlasne rovnobežné ramená na priamke UV, uhly ležia v opačných polrovinách s hranicou UV.

TROJUHOLNÍK

- s vrcholmi A,B,C nazývame prienik 3 polrovín ABC, ACB, BCA pričom body A, B, C sú 3 rôzne body v rovine, ktoré neležia na 1 priamke.

Prienik ľubovoľných dvoch uvedených polrovín je vnútorný uhol trojuholníka 
[image: image12.wmf](
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Susedný uhol k vnútornému sa nazýva vonkajší uhol trojuholníka. 

Úsečky 
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 nazývame stranami trojuholníka a ich zjednotenie tvorí obvod trojuholníka.

Trojuholníky delíme podľa veľkosti najväčšieho vnútorného uhla na:


- ostré  ( každý z uhlov je menší ako 90´ )


- tupé (najväčší uhol je väčší ako 90´)


- pravouhlé ( najväčší uhol má 90´)

Podľa veľkosti strán rozoznávame trojuholníky:  

· všeobecné ( každá z 3 strán má rozličnú veľkosť a zároveň trojuholník nie je pravouhlý )

· rovnoramenné ( 2 jeho strany majú rovnakú veľkosť )

· rovnostranné ( 3 strany trojuholníka majú rovnakú veľkosť )

Ďalšie pojmy:

Výška trojuholníka: je úsečka, ktorej jedným koncovým bodom je vrchol trojuholníka a druhým je päta kolmice zostrojenej z tohto vrcholu na protiľahlú stranu.

V ľubovoľnom 
[image: image16.wmf]D

 prechádzajú všetky 3 výšky jedným bodom, kt. nazývame ortocentrum. Ortocentrum leží vo vnútri 
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, ak je tento ostrouhlý, na obvode (vo vrchole), ak je pravouhlý a mimo 
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 tupouhlý.

Ťažnice trojuholníka sú úsečky, ktorých koncové body sú vrcholy a stredy protiľahlých strán. Označujeme ich 
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 . Ťažnice v každom 
[image: image23.wmf]D

 prechádzajú 1 bodom, ktorý nazývame ťažisko. Ťažisko delí každú z ťažníc v pomere 2:1, pričom dlhšia časť je medzi vrcholom a ťažiskom, kratšia medzi ťažiskom a stredom strany.

Stredné priečky trojuholníka sú spojnice stredov strán a sú rovnobežné s treťou stranou trojuholníka. Veľkosť strednej priečky sa rovná polovici veľkosti strany 
[image: image24.wmf]D

, s ktorou je rovnobežná.

Osi strán nazývame priamky, ktoré sú osami úsečiek tvoriacich strany 
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. V každom 
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 prechádzajú osi strán 1 bodom, ktorý je stredom kružnice opísanej trojuholníku, t.j. kružnice prechádzajúcej jeho tromi vrcholmi. V ostrouhlom 
[image: image27.wmf]D

 sa osi strán pretínajú vo vnútri 
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, v pravouhlom v strede prepony a v tupouhlom mimo 
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. Pre polomer opísanej kružnice platí : 
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Osi (vnútorných) uhlov sa v ľubovoľnom 
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 pretínajú v 1 bode, ktorý je stredom kružnice vpísanej trojuholníku, t.j. kružnice ležiacej vnútri 
[image: image32.wmf]D

 a dotýkajúcej sa všetkých 3 jeho strán. Stred vpísanej kružnice leží vždy vo vnútri . Pre polomer vpísanej kružnice platí :
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Vlastnosti všeobecného trojuholníka :

Nech je daný  
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- sú dĺžky strán, kt. ležia oproti vrcholom A, B, C
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- sú veľkosti vnútorných uhlov pri vrcholoch A, B, C
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 - je veľkosť polomeru kružnice opísanej trojuholníku
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 - je veľkosť polomeru vpísanej kružnice
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Platí:
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(oproti väčšiemu uhlu leží dlhšia strana)
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(trojuholníková nerovnosť)



[image: image52.wmf]r

c

b

a

2

sin

sin

sin

=

=

=

g

b

a




[image: image53.wmf]c

b

a

v

v

v

c

b

a

1

:

1

:

1

:

:

=


Obvod
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Obsah
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Herónov vzorec: 
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Sínusová veta: 
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Kosínusová veta: 
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Špeciálne vlastnosti pravouhlého trojuholníka :

1. Pytagorova veta 

V pravouhlom 
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2. Euklidove vety
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V pravouhlom 
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 s pravým uhlom pri vrchole 
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Potom platí: 
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  (veta o výške)
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 (vety o odvesnách) 

3. Pre uhly v pravouhlom 
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 a stred kružnice opísanej je stredom prepony, je to Talesova kružnica 
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Špeciálne vlastnosti rovnostranného trojuholníka :  

1. Všetky 3 vnútorné uhly majú veľkosť 60°

2. Má 3 osi súmernosti – sú nimi osi strán

3. Stred opísanej kružnice, stred vpísanej kružnice, ťažisko a priesečník výšok splývajú do 1 bodu

4. 
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Vety o vzťahoch medzi stranami a uhlami v tom istom trojuholníku:

· proti zhodným stranám ležia zhodné uhly a naopak

· proti väčšej strane leží väčší uhol a naopak

· súčet 2 strán je väčší ako tretia strana 

· rozdiel 2 strán je menší ako tretia strana

· súčet 3 vnútorných uhlov je zhodný s priamym uhlom

· vonkajší uhol T je zhodný so súčtom 2 vnútorných uhlov pri zvyšných 2 vrcholoch

· vonkajší uhol pri 1 vrchole je väčší ako vnútorné uhly pri zvyšných 2 vrcholoch T 

· súčet vnútorného a vonkajšieho uhla pri tom istom vrchole je 180°

ŠTVORUHOLNÍKY

- vypuklý (konvexný) štvoruholník ABCD je: 

· deltoid: ak AC je kolmé na BD a štvoruholník ABCD je osovo súmerný podľa jednej z uhlopriečok;( t.j. jedna z uhlopriečok je druhou rozpolená ) 

· lichobežník: ak AB je rovnobežné s CD a AD nie je rovnobežné s BC. Ak navyše dĺžka AD = BC, lichobežník sa nazýva rovnoramenný. 

· rovnobežník: ak AB je rovnobežné s CD a AD je rovnobežné s BC. Potom platí AB=CD a AD = BC a uhlopriečky sa rozpoľujú. 



- kosodĺžnik: ak AB sa nerovná BC 



- kosoštvorec: ak AB=BC 

· pravouholník: ak je rovnobežníkom a uhol ABC je pravý. Uhlopriečky sa rozpoľujú a majú rovnakú dĺžku. Ak AB=AC ide o štvorec, v opačnom prípade o obdĺžnik.   
Štvoruholník sa nazýva dotyčnicový, ak mu možno vpísať kružnicu, ktorá sa dotýka všetkých jeho štyroch strán. Štvoruholník 
[image: image90.wmf]ABCD

 je dotyčnicový práve vtedy, keď platí: 
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Štvoruholník sa nazýva tetivový, ak mu možno opísať kružnicu, ktorá prechádza všetkými jeho štyrmi vrcholmi. Štvoruholník 
[image: image92.wmf]ABCD

 je tetivový práve vtedy, keď pre jeho vnútorné uhly platí:                                       
[image: image93.wmf]°

=

+

=

+

180

d

b

g

a


 Deltoidy, štvorce a kosoštvorce sú dotyčnicové, rovnoramenné lichobežníky a pravouholníky sú tetivové.

Vzorec pre výpočet obsahu tetivového štvoruholníka je:
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Pravidelným n-uholníkom (n ( 3) je útvar, kde všetky uhly majú rovnakú veľkosť 
[image: image96.wmf]n

°

=

360

a

.

Každý pravidelný n-uholník je konvexný, tetivový a dotyčnicový. Súčet vnútorných uhlov každého konvexného n-uholníka sa rovná: 
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[image: image98.wmf](

)

2

3

-

n

n

.
_1226668323.unknown

_1226669885.unknown

_1226674360.unknown

_1226824358.unknown

_1226824415.unknown

_1226824777.unknown

_1226825152.unknown

_1226825182.unknown

_1226824858.unknown

_1226824707.unknown

_1226824393.unknown

_1226676457.unknown

_1226824349.unknown

_1226676399.unknown

_1226670827.unknown

_1226671030.unknown

_1226672835.unknown

_1226673012.unknown

_1226673292.unknown

_1226672923.unknown

_1226671547.unknown

_1226671770.unknown

_1226671819.unknown

_1226671604.unknown

_1226671431.unknown

_1226671488.unknown

_1226670950.unknown

_1226670993.unknown

_1226670917.unknown

_1226670171.unknown

_1226670236.unknown

_1226670340.unknown

_1226670212.unknown

_1226669978.unknown

_1226670051.unknown

_1226669906.unknown

_1226668956.unknown

_1226669502.unknown

_1226669696.unknown

_1226669775.unknown

_1226669797.unknown

_1226669836.unknown

_1226669725.unknown

_1226669513.unknown

_1226669525.unknown

_1226669138.unknown

_1226669176.unknown

_1226669308.unknown

_1226668995.unknown

_1226668742.unknown

_1226668834.unknown

_1226668796.unknown

_1226668818.unknown

_1226668750.unknown

_1226668579.unknown

_1226668621.unknown

_1226668737.unknown

_1226668589.unknown

_1226668595.unknown

_1226668407.unknown

_1226668426.unknown

_1226667229.unknown

_1226667915.unknown

_1226668173.unknown

_1226668193.unknown

_1226668155.unknown

_1226668124.unknown

_1226667558.unknown

_1226667566.unknown

_1226667530.unknown

_1226667094.unknown

_1226667208.unknown

_1226667072.unknown

_1226667087.unknown

_1226666948.unknown

